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1.1. IDENTIT{|I }I INEGALIT{|I ALGEBRICE

1.1.1. S[ se arate c[:     1
2 ( 2 1)

1
6 ( 3 2 )

1
12 ( 4 3 )

1
2 .

                                                                                   (G.M. nr. 4/1999, probl. E:6524)

1.1.2. Dac[  sunt numere reale nenule, diferite ]i a, b, c a b
c

b c
a

c a
b 0,

atunci:   a b
a b

b c
b c

c a
c a 1.

     (Rev. “Caiet 32”, nr. 3/1980, probl. E:55)

1.1.3. S[ se arate c[ dac[  x, y, z, k R ]i xy yz zx k, atunci

  
k xy

z2

k yz
x2

k zx
y2 3 k 1

xy
1
yz

1
zx .

1.1.4. S[ se arate c[ dac[ astfel @nc`t produsul oric[ror dou[ este diferita, b, c R ,
de 1 ]i a b c ab bc ca, atunci:
    
             ab ac

b c bc
bc ba

c a ca
ca cb

a b ab
a b

a b 1
b c

b c 1
c a

c a 1 .

1.1.5. S[ se arate c[ dac[                        a b c k, unde a, b, c, k R, atunci:

                         b
a

c
a

a
b

c
b

a
c

b
c k 1

a
1
b

1
c 1. (a, b, c 0).

(G.M. nr. 5/1977, probl. E:5884)
1.1.6. S[ se arate c[ dac[           a b c abc, (a, b, c 0), atunci:

a 1
b

1
c b 1

c
1
a c 1

a
1
b 3 ab bc ca.

(G.M. nr. 9/1978, probl. 17384)

                                                                --  55  --                                                             
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1.1.7. Fie astfel @nc`t suma p[tratelor oric[ror dou[ din aceste numerea, b, c, d R ,
este egal[ cu 1. S[ se arate c[: 

      1
a

1
b

1
c

1
d

1
ab

1
cd

(a b c d) 1
a

1
b

1
c

1
d 4.

1.1.8. S[ se arate c[ dac[  satisfac rela\iile:x, y, z R
  (i) x y z 6;
  (ii) xy yz zx 11;
  (iii) atunci x3 y3 z3 36, x7 y7 z7 2316.

1.1.9. S[ se arate c[ dac[  sunt numere reale pozitive de sum[ 1, atunci:a, b, c

  1. ab bc ca abc 1
3

(a3 b3 c3 1).

  2. a
bc 1 b

ca 1 c
ab 1 64.

(R.M.T. nr. 1/1974, probl. 1895)

1.1.10. Dac[  sunt numere reale ]i pozitive, atunci: a, b, c
                   a ab b b bc c c ca a abc.

1.1.11. S[ se arate c[ dac[   a 0, b 0, c 0, atunci: a
c 1 b

a 1 c
b 1 33.

1.1.12. Dac[  sunt numere reale ]i pozitive, s[ se demonstreze dubla ine-a, b, c

galitate:    2abc 1
a b

1
b c

1
c a a bc b ca c ab ab bc ca.

1.1.13. Dac[ s[ se demonstreze c[:a 0, b 0, c 0,

                 a
bc(a 1)

b
ca(b 1)

c
ab(c 1)

1
2

1
ab

1
bc

1
ca .

1.1.14. S[ se arate c[ dac[ a 0, b 0, c 0 ]i a b c 1, atunci avem:
a3 b3 c3 6abc a2 b2 c2.

(G.M. nr. 12/1977, probl. 16963)

1.1.15. Dac[ atunci s[ se demonstreze c[:a 1, b 1, c 1,

 Generalizare.9
2(a b c)

a
b c

b
c a

c
a b

a b c
2 .

1.1.16. S[ se arate c[ dac[ x 0, y 0, z 0 ]i x y z 1, atunci:

    a)       b)  3
xyz

1
x

1
y

1
z

1 9xyz
4xyz ; xy yz zx 1

xy
z

yz
x

zx
y .

(R.M.T. nr. 1/1975)
1.1.17. S[ se arate c[ dac[ a 0, b 0, c 0 ]i a b c 1, atunci:

  (a b 3c)(b c 3a)(c a 3b) 8(ab bc ca abc) 32
3 abc.

(G. M. nr. 3/1979, probl. 17649)

                                                                --  66  --                                                             
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                                                                --  66  --                                                             

1.1.18. Dac[  sunt numere reale pozitive cu proprietatea c[ ,a, b, c a b c 1
s[ se demonstreze inegalitatea:

a a b b c c 2 ab 1 c 2 bc 1 a 2 ca 1 b 1,
]i s[ se precizeze cazul de egalitate.

1.1.19. Fie  astfel @nc`t: a1 0, a2 0, , an 0 a1 a2 an 1.
    S[ se demonstreze c[: 
a) b)  1

a1
2
a2

n
an

n n ; 1
a1

1
2a2

1
nan

2n
n 1 .

1.1.20. Dac[ s[ se arate c[:a, b R ]i a4 b4 1,
a2 b2 a3 b3 a2 b2

]i s[ se generalizeze rezultatele.

1.1.21. Fie S[ se arate c[:a1 R , 1 1, n, n 2, n N.
n

i 1
ai

2n

i 1

n
ai 1

2

n

i 1
ai

3
(2nn )2.

(O generalizare a problemei 11134, G.M.)

1.1.22. S[ se arate c[ dac[  fixat, atunci:ai R, i 1, 2, , n ]i
n

i 1n
ai

2 4p2, p R,

pn(n 1)
n

i 1
1 i . ai pn(n 1)

]i s[ se precizeze pentru care sistem  avem egalitate.(a1, a2, , an )

1.1.23. Fie cu proprietatea c[ ai 0, 1 1, n, n N, n 2, a1 a2 an 1.

    S[ se arate c[:  2 (1 a1 )(1 a2 ) (1 an ) 1 1
n

n
.

1.1.24. Fie astfel @nc`t  Dac[ s[ se de-ai 0, 1 1, n,
n

i 1
ai s. m R ]i p N ,

monstreze c[:  
n

i 1

ai
ai m

p sp

np 1(s m)p .

(G. M. nr. 9/1980, probl. 18429)
1.1.25. Fie  astfel @nc`t ai 0, 1 1, n ]i 0 p q

      4
n

i 1
ai

2 (p q)
n

i 1
ai (n 1)(p2 q2 ) 2(n 1)qp 0.

    S[ se demonstreze c[:  
p

q(q 1)
1
n

n

i 1

ai
ai pq

q
p(p 1) .

(G. M. nr. 9/1979, probl. 17919)
1.1.26. S[ se demonstreze c[ dac[ a b c 0, atunci:

         3b(a2 c2 ) a(b2 c2 ) c(a2 b2 ) 2abc.
(G. M. nr. 9/1980, probl. C: 52)

                                                                --  77  --                                                             
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1.1.27. Fie  astfel c[  (fixat). S[ seai 1, 1 1, n a1 a2 an 1 n unde n N
determine minimul ]i maximul expresiei

         E(a1, a2, , an ) 1 a1 1 a2 1 an .

1.1.28. S[ se stabileasc[ care dintre numerele  este mai mare.18823 ]i (23!)2

1.1.29. Se consider[ suma:

 unde  S(x) 1 x(1 x)
1 x2

xn(1 xn )
1 x2n , n N, x R.

    S[ se arate c[:  1 1
n 1 S(x) xn 1, ( ) x 1.

1.1.30. S[ se determine intervalul @n care variaz[ numerele reale ]tiind c[:a1, 1 1, n,
n

i 1
ai(1 ai ) 0.

1.1.31. Se consider[ numerele reale  care satisfac rela\iile: a, b, m, n, p
        (i) a2 b2 m2 n2 p2 2(am bn); (ii) 0 p m n.

    S[ se arate c[: 1.     2. m p a m p; n p b n p;
          3.  m2 n2 p m2 n2 am bn m2 n2 p m2 n2 ;
          4. m n p 2 a b m n p 2 .

S[ se precizeze ]i cazurile c`nd avem egalitate.
(#n leg[tur[ cu problema 12638, G.M.)

1.1.32. S[ se demonstreze c[ dac[:
 a2 b2 p2, c2 d2 q2, unde a, b, c, d, p, q R, atunci:

1.      2. pq ac bd pq;
p2 q2

2 ab cd
p2 q2

2 ;
3. p2q2 4abcd p2q2.

1.2. MUL|IMI  ECUA|IA }I FUNC|IA DE GRADUL AL DOILEA

1.2.1. S[ se determine mul\imea: 
 M (x, y) N N x2 2x y2 p, p N, p 1 prim .

(G.M. Nr.2/1981, probl. E: 7143)
1.2.2. Se consider[ mul\imile: A x N x 7k 2, k N ;

  B x N y 5m 9, m N ; C z N z 35p 9, p N .
  S[ se arate c[ A B C.

1.2.3. Fie mul\imile: A x R a R, a 1, astfel c[ x a2 1
a2 1 ;

       B x R b R, astfel c[ x b2 1 .
  S[ se determine A B.

1.2.4. S[ se determine mul\imea:  A x R 2x 1
x2 x 1 Z .

                                                                --  88  --                                                             
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                                                                --  88  --                                                             

1.2.5. S[ se determine mul\imea: M x R x a
x2 ax 1 Z, a ( 1, 1) .

1.2.6. Fie  astfel @nc`t  num[r prim. S[ se determine mul\imea:m, n, p N m n ]i p

  A x Z
xm p

qxn Z, q Z , fixat .

1.2.7. Se consider[ mul\imile:

                A x Q, x
pn a
pn b , a, b, p Z (fixate), n N

           B y Q, y
qk c
qk d , c, d, q Z (fixate), k N

astfel @nc`t  este un num[r prim impar, iar c.m.m.d.c. al numerelor  ]i bc ad p(d c)
 este un num[r par. S[ se demonstreze c[ mul\imile A ]i B sunt disjuncte.q(a b)

(G.M. nr. 6/1980, probl. C: 42)
1.2.8. Se consider[ mul\imile:

    A x R x2 2x m 3 0, m R ;
    B x R 2x2 x m 1 0, m R .

  a) S[ se determine valorile lui  ]tiind c[ m R A ]i B .
  b) S[ se determine valorile reale ale lui m pentru care A B .
  c) Care sunt valorile lui  pentru care  Dar dac[ m Z A B . m N?
  d) S[ se determine valorile  reale  ale  lui  m, ]tiind  c[  mul\imea    are treiA B

 elemente.
  e) Care  sunt  valorile  reale  ale  lui m pentru care mul\imea  are dou[ ele-A B

 mente? Dar dac[  are un singur element?A B
  f) Exist[ valori reale ale lui m pentru care  A 0, ?

Dar dac[ B , 0 ?

1.2.9. Se consider[ expresia:  F(x) 3x2 2x(a b c) ab bc ca
(x a)(x b)(x c)

unde a, b, c R (fixate), x R a, b, c .
1. S[ se arate c[ ecua\ia  are r[d[cini reale.F(x) 0
2. Dac[ s[ se arate c[ x N , F(x) 3.
3. Dac[ s[ se determine a 0, b 0, c 0,

x 1
max F(x).

1.2.10. Se consider[ familia de func\ii  unde  este unfm(x) mx2 x 4m 2 m R
parametru.

1. S[ se determine m ]tiind c[ graficul func\iilor definite mai sus trece prin
punctul de coordonate  ]i s[ se traseze graficul func\iei ob\inute.A( 1, 1)

2. Not`nd cu  r[d[cinile ecua\iei s[ se determine m ]tiind c[x1 ]i x2 fm(x) m,

     1
x1

1
x2

1.
3. S[ se g[seasc[ locul geometric al v`rfurilor parabolelor definite de familia

de func\ii de mai sus.
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1.2.11. Se consider[ familia de parabole:
fm(x) 2x2 (2m 1)x m 1, m R.

a) S[ se arate  c[  parabolele  definite  mai  sus  intersecteaz[  axa   @n dou[Ox
puncte pentru orice    m R.

b) S[ se demonstreze c[  parabolele date  au v`rfurile  pe  parabola  de ecua\ie
     y 2x2 2x 3

2 .
c) S[ se arate c[ aceste parabole trec printr-un punct fix care se va determina.

1.2.12. S[ se determine parametrul real pentru care v`rfurile parabolelorm, m 1
3 ,

definite prin
 fm(x) (3m 1)x2 2(m 1)x 1 m,

se g[sesc @n mul\imea 1, 1 1, 1 .

1.2.13. Fie ecua\ia:  este un parametru real. Dac[ 2x2 2mx m2 2m 7 0, unde m
 sunt r[d[cinile reale ale ecua\iei, s[ se arate c[:x1, x2

         (3 x1 )(3 x2 ) 5
2 ,

17 12 2
2 .

1.2.14. Se consider[ ecua\ia  cu r[d[cinile a2x2 2(m 1) x m2 2m 7 0, m R,
]i b reale.

     1. S[ se arate c[ a, b 2 2 , 2 2 .
2. S[ se demonstreze inegalitatea: a2n b2n 22n 1, ( )n N.

1.2.15. S[ se arate c[ dac[ ecua\ia  are r[d[cinile reale,ax2 bx c 0, a, b, c R,
atunci:

 a2 2b2 4c2 b(a c).
1.2.16. S[ se demonstreze c[ pentru orice x real avem:

x4 2x3(sin x cos x) 3x2 2x(sin x cos x) 2 0.

1.2.17. Se consider[ ecua\ia astfel @nc`t:ax2 bx c 0, a, b, c R, a 0,
          (a b)2 (a c)2 c2.

    S[ se arate c[ ecua\ia nu are r[d[cini reale.
(G.M. faza local[, jud. Dolj, 1981)

1.2.18. Se consider[ ecua\ia  este un parametru real astfel @nc`t x2 ax a 0, unde a
 S[ se determine intervalul @n care variaz[ r[d[cinile acestei ecua\ii.4 a 5.

1.2.19. Fie ecua\ia  S[ se demonstreze c[ r[d[cinilex2 2(a 1)x 1 6a 0, a N.
acestei ecua\ii nu sunt ra\ionale.
1.2.20. Se consider[ ecua\ia  S[ se arate c[ax2 bx c 0, unde a, b, c R ]i a c.

dac[ atunci ecua\ia nu are r[d[cini reale.c
a 0, 1

b
1
a

1
c ,

(G.M. nr. 7/1978, probl. 17287)
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1.2.11. Se consider[ familia de parabole:
fm(x) 2x2 (2m 1)x m 1, m R.

a) S[ se arate  c[  parabolele  definite  mai  sus  intersecteaz[  axa   @n dou[Ox
puncte pentru orice    m R.

b) S[ se demonstreze c[  parabolele date  au v`rfurile  pe  parabola  de ecua\ie
     y 2x2 2x 3

2 .
c) S[ se arate c[ aceste parabole trec printr-un punct fix care se va determina.

1.2.12. S[ se determine parametrul real pentru care v`rfurile parabolelorm, m 1
3 ,

definite prin
 fm(x) (3m 1)x2 2(m 1)x 1 m,

se g[sesc @n mul\imea 1, 1 1, 1 .

1.2.13. Fie ecua\ia:  este un parametru real. Dac[ 2x2 2mx m2 2m 7 0, unde m
 sunt r[d[cinile reale ale ecua\iei, s[ se arate c[:x1, x2

         (3 x1 )(3 x2 ) 5
2 ,

17 12 2
2 .

1.2.14. Se consider[ ecua\ia  cu r[d[cinile a2x2 2(m 1) x m2 2m 7 0, m R,
]i b reale.

     1. S[ se arate c[ a, b 2 2 , 2 2 .
2. S[ se demonstreze inegalitatea: a2n b2n 22n 1, ( )n N.

1.2.15. S[ se arate c[ dac[ ecua\ia  are r[d[cinile reale,ax2 bx c 0, a, b, c R,
atunci:

 a2 2b2 4c2 b(a c).
1.2.16. S[ se demonstreze c[ pentru orice x real avem:

x4 2x3(sin x cos x) 3x2 2x(sin x cos x) 2 0.

1.2.17. Se consider[ ecua\ia astfel @nc`t:ax2 bx c 0, a, b, c R, a 0,
          (a b)2 (a c)2 c2.

    S[ se arate c[ ecua\ia nu are r[d[cini reale.
(G.M. faza local[, jud. Dolj, 1981)

1.2.18. Se consider[ ecua\ia  este un parametru real astfel @nc`t x2 ax a 0, unde a
 S[ se determine intervalul @n care variaz[ r[d[cinile acestei ecua\ii.4 a 5.

1.2.19. Fie ecua\ia  S[ se demonstreze c[ r[d[cinilex2 2(a 1)x 1 6a 0, a N.
acestei ecua\ii nu sunt ra\ionale.
1.2.20. Se consider[ ecua\ia  S[ se arate c[ax2 bx c 0, unde a, b, c R ]i a c.

dac[ atunci ecua\ia nu are r[d[cini reale.c
a 0, 1

b
1
a

1
c ,

(G.M. nr. 7/1978, probl. 17287)
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1.2.21. Fie func\ia  definit[ prin unde f : R R, f (x) ax2 bx c , a, b, c Z, a 0,
 reprezint[ partea @ntreag[ a num[rului real a. S[ se determine rela\ia dintrea

coeficien\ii  astfel @nc`t graficul func\iei f s[ admit[ ca punct de extrem, una, b, c
punct ]i un segment.

1.2.22. Se consider[ func\ia de gradul al doilea f (x) ax2 bx, unde a 0 ]i b2 4ac.
    S[ se arate c[:  f (x) a f (x 1) f (x 1) , ( ) x R.

1.2.23. Fie  f : R R, f (x) ax2 bx c, unde a 0 ]i b2 4ac 0.
    S[ se demonstreze c[ oricare ar fi  exist[ inegalitatea:m R,

    f (x) f (x m) f (x m) am2, ( ) x R.

1.2.24. Se consider[ func\ia  definit[ prin:f : R R
         f (x) x2 ax 1,

unde  S[ se arate c[  pentru orice x real ]ia ( 2, 2). f (x) m2 f (x m) f (x m)
m parametru real.

(G.M. nr. 2/1980, probl. 18121)
1.2.25. S[ se determine mul\imea de valori pe care o pot lua expresiile:

a) f1(x) mx 1
x2 x 2 , m R, x R.

b) f2(x) x a
x2 ax 1 , a ( 1, 1), x R.

1.2.26. S[ se determine mul\imea de valori pe care o poate lua expresia:
T(x) (a sin x b cos x)(c sin x d cos x), unde a, b, c, d R.

(G.M. nr. 5/1979, probl. 17748)
1.2.27. }tiind c[ func\ia are un maxim egal cu 2,f (x) (1 m)x2 x m, m R 1 ,
s[ se determine valorile lui  astfel @nc`t n R, f (x) n 0, ( ) x R.

1.2.28. S[ se determine valorile reale ale lui x pentru care au loc rela\iile:
1. 2. x2 x 1 x 2 , x 2 5 x 6 0,

unde  reprezint[ partea @ntreag[ a num[rului real x.x

1.2.29. Fie  astfel @nc`t  S[ se arate c[: a, b R, a b 1. a2 2b2 2
3 .

1.2.30. Fie  care satisfac rela\iile:a, b, c R
(1) (2) a b c 1. ab 2c 3.

    S[ se demonstreze c[:  a b CR( 10, 2) ]i ab CR(1, 25).
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