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CAPITOLUL |

ALGEBRA

“Caldtoria de o mild incepe cu un pas”
- Lae Tae -

1.1. IDENTITATI SI INEGALITATI ALGEBRICE

< «. 1 1 1 _1
1.1.1. Sa se arate ca: ﬁ(ﬁ+1)+\/€(\/§+ﬁ)+«/ﬁ(ﬂ+\/§)_2'

(G.M. nr. 4/1999, probl. E:6524)

1.1.2. Daca a, b, ¢ sunt numere reale nenule, diferite si a;b + b;c + cza =0,

. a+b b+c  c+a
atunci: + + =1.
a-b b-c ¢—a

(Rev. “Caiet 327, nr. 3/1980, probl. E:55)
1.1.3. Sd se arate cd dacd x, y, z, k € R* si xy+yz +zx = k, atunci

k—xy k—yz  k—zx 1,11
St yZZ +3=k(@+y—z+ﬁj.

1.1.4. Sd se arate ca daci a, b, c € R*, astfel incat produsul oriciror doua este diferit
de 1 sia+b+c=ab+bc+ca, atunci:

ab+ac bc+ba catch ~ _a+b N b+c L_C+a
b+c—bc  c¢ta—ca g+b—ab a+b-1" b+c-1 c+a-1"

1.1.5. Sa se arate cidacia+b+c=k, unde a, b, c, k €R, atunci:
(g+%)(%+%)(%+%)=k(%+%+%)— 1. (a,b,c#0).
(G.M. nr. 5/1977, probl. E:5884)
1.1.6. Sa se arate ca dacd a + b + ¢ = abc, (a, b, c #0), atunci:
a(%+%)+b(%+%)+c(%+%)+3 =ab+bc+ca.
(G.M. nr. 9/1978, probl. 17384)




1.1.7. Fie a, b, ¢, d € R*, astfel incat suma patratelor oricaror doud din aceste numere
este egald cu 1. Sa se arate ca:

(%+%)(%+%)+ alb +— —(a+b+c+d)(% %+%+%)—4.
1.1.8. Sa se arate ca dacid x, y, z € R satisfac relatiile:
@) x+y+z=6;
@) xy+yz+zx=11;
(iii) x* +y* + 2> = 36, atunci x” +y’ +z7 = 2316.
1.1.9. Si se arate cd daca a, b, ¢ sunt numere reale pozitive de suma 1, atunci:

1.ab+bc+ca=abc—%(a3+b3+c3—1).
2. (L) &+ )( S 1)z 6

1.1.10. Dacd a, b, ¢ sunt numere reale si pozitive, atunci:

(a—Jab +b)(b- Jbc +c)(c— Jea +a)=>abe.

1.1.11. Sa se arate c¢d dacd a > 0, b > 0, ¢ > 0, atunci: C+12+1 b+1 33.

(RM.T. nr. 1/1974, probl. 1895)

1.1.12. Dacd a, b, ¢ sunt numere reale si pozitive, s se demonstreze dubla ine-

galitate:2abca_}_b+bic+c_}_a a bc+b ca+c ab ab+bc+ca.

1.1.13. Dacda >0, b >0, ¢ > 0,sd se demonstreze ca:
a N b N c 1 1 1 1
bcla+1)  calb+1) ablc+1) 2 ab ~ bc €4’

1.1.14. Sa se arate cd dacd a > 0,6 > 0,c¢ > 0 si a+ b +c = 1,atunci avem:
a’ +b>+c*+6abc a*+b?+c?.
(G.M. nr. 12/1977, probl. 16963)

1.1.15. Dacaa > 1,b > 1,¢ > 1,atunci sa se demonstreze ca:
9 a b c
2a+b+c) btc ctaTg4p

1.1.16. Sd se arate cd dacdx > 0,y > 0,z >0 six+y+z=1,atunci:

+b+ .
>4 g € Generalizare.

1+9
a)%+%+%+%> 4xy);yz; byay+yzezx=1>F + % + 3

(RM.T. nr. 1/1975)
1.1.17. Sd se arate cd dacd a > 0,6 > 0,c¢ > 0 sia+ b+ c = 1,atunci:

(a+b+3c)b+c+3a)c+a+3b)+8ab+bc+ca+ abc)ﬁabc.
3
(G. M. nr. 3/1979, probl. 17649)



1.1.18. Daci a, b, ¢ sunt numere reale pozitive cu proprietatea ci Ja + /b + /¢ =1,
sd se demonstreze inegalitatea:

ajJa +bb +cjc +2Jab (1+ Jc)+2bc (1+ Ja)+2 Jca(1+ b )>1,

si sd se precizeze cazul de egalitate.

1.1.19. Fiea; > 0,a;, >0, ...,a, > 0 astfel incat: a; +a, +... +a, = 1.
Sa se demonstreze ca:

a)aLl+aL2+---+aLn>”«/ﬁ3 b)aLI+L+...+m11n> 2n_

1.1.20. Dacd a,b € R si a* + b* = 1, sd se arate ci:
—Ja*+b? <a’+b3<Ja*+b?

si sd se generalizeze rezultatele.

1.1.21. Fiea; €R%, 1 = 1,n, n>2, n €N.Si se arate ci:

n

CORCTED I
a3

ll

(O generalizare a problemei 11134, G.M.)
1.1.22. Sd se arate cd dacd a; eR, i e {1,2,...,n} si Z_an‘, a? =4p?, p €R, fixat, atunci:
—pnln+ 1)£l§n; 1Ji.a; Spngn+ 1)
si sd se precizeze pentru care sistem (ai,as,...,a,) avem egalitate.
1.1.23.Fiea; >0, 1 = I,_n,n eN, n>2,cuproprietateacid a; +a +...+a, = 1.

Sd se arate cd: 2 < (1 +a)(1+az)...(1+a,) < (1 + %)n

1.1.24. Fie a;>0, 1 = 1,n,astfel incat Za,:s. Dacd meR, sip eN*,sd se de-
p Sp =
Tl (s+m)’

monstreze ci: 2 (a o
(G. M. nr. 9/1980, probl. 18429)
1.1.25. Fie a; >0, 1 = 1,n 51 0 < p < ¢ astfel incat
(Z a; — p+q)z J+(n— D@2 +¢*)+2(m+1)gp=0.

)4
glg+1)

- q
zz di +pq p(p +1)°
(G. M. nr. 9/1979, probl. 17919)
1.1.26. Sa se demonstreze ca dacd a > b > ¢ > 0, atunci:
3b(a? +c?) > a(b? + c*) + c(a®? + b?) + 2abc.
(G. M. nr. 9/1980, probl. C: 52)

Sd se demonstreze ca: < %



1.1.27. Fie a; > -1, 1 = 1,n astfel ¢ a; +as+... +a, = 1 —nunde n N (fixat). Si se
determine minimul si maximul expresiei

E(al,az,...,an)z\/l+a1 +\/1+02 +...+4/1+a,, .

1.1.28. Si se stabileasca care dintre numerele 1882 si (23!) este mai mare.
1.1.29. Se considerad suma:
x(1+x) x"(1 +x")

S(x)=l+w+...+w,n €N, unde x eR.
Si se arate ci: 1 < nJlrl -SGo) <xm (W)x > 1.

1.1.30. S& se determine intervalul in care variazd numerele reale a;, 1 = 1, n, stiind ca:

n

z a,-(l —a,-) > 0

i=1
1.1.31. Se considerd numerele reale a, b, m, n, p care satisfac relatiile:

@D a*+b*+m?>+n>+p>=2(am+bn); (ii)0<p<m<n.

Sdsearateca: l.m—p<a<m+p; 2.n—p<b<n+p;
3.m*+n?—pJym*+n* <am+bn<m?+n*+pJym?+n?,
4.m+n—p\/§ Sa+b£m+n+p\/§.

Sd se precizeze si cazurile cand avem egalitate.
(In legdturd cu problema 12638, G.M.)
1.1.32. Sa se demonstreze cd daca:
a’+b?=p? c?+d*=¢* undea, b, ¢, d, p, g €R, atunci:

P’+q’ 2
2

pr+q’
2 9

1. -pg <ac+bd<pg; 2.— <ab+cd<
3. —p*q* < 4abcd < p*q*.

1.2. MULTIMI * ECUATIA SI FUNCTIA DE GRADUL AL DOILEA

1.2.1. Sa se determine multimea:
M={(x,y) eNxN| x> +2x—y*=p, peN,p+1 prim}.
(G.M. Nr.2/1981, probl. E: 7143)
1.2.2. Se considera multimile: A{x eN| x=7k+2, keN};
B={xeN|y=5m+9,meN}; C{zeN| z=35p+9, peN}.
Sa se arateca 4 N B =C.
1.2.3. Fie multimile: 4 = {x eR | daeR,a++l, astfel cix = Zi J_r % };

B={xeR| 3beR,astfel cix= J/b>+1 }.
Sa se determine 4 N B.

« . . A 2x+1
1.2.4. Sa se determine multimea:4 = {x eR ‘ ey / }




y . o x+a =
1.2.5. Si se determine multimea: M = {xER‘x2+ax+1 €Z,ac(-1,1) }

1.2.6. Fie m, n, p e N* astfel incat m > n si p numdr prim. Sa se determine multimea:
x"+
A= {er qxnp eZ,q el fixat }
1.2.7. Se considera multimile:

Az{er,x pZIb,a b, p € Z(fixate), neN}

qk+
B= {yEQ,y qk+d’c ,d,q € Z(fixate), keN}

astfel incat hc — ad este un numar prim impar, iar c.m.m.d.c. al numerelor p(d —c) si
g(a — b) este un numdr par. Sd se demonstreze cd multimile 4 si B sunt disjuncte.
(G.M. nr. 6/1980, probl. C: 42)
1.2.8. Se considera multimile:
A={xeR| x*+2x+m+3=0,meR};
B={xeR| 2x*+x+m+1=0, m eR}.
a) Sd se determine valorile lui m e R stiind cd 4 + & si B+ .
b) Sa se determine valorile reale ale lui m pentru care A UB = &.
c¢) Care sunt valorile lui m € Z pentru care A N B + &. Dar daca m € N?
d) Sa se determine valorile reale ale lui m, stiind cd multimea 4 UB are trei
elemente.
e) Care sunt valorile reale ale lui m pentru care multimea A U B are douai ele-
mente? Dar dacd 4 U B are un singur element?
f) Exista valori reale ale lui m pentru care 4 N[0, ) = &?
Dar dacd BN (-, 0] + &?
3x*+2xla+b+c)+ab+bc+ca
x+a)x+b)x+c)
unde g, b, c e R*(fixate), x eR —{—a,—b,—c}.
1. Si se arate ca ecuatia F(x) = 0 are radacini reale.
2. Dacid x e N*, sd se arate cd F(x) > 3.
3.Dacia>0,b>0,c>0,sa se determine max F(x).

1.2.9. Se consideri expresia: F(x) =

1.2.10. Se considera familia de functii f,,(x) = mx* +x+4m+2 unde m eR* este un

parametru.
1. Sa se determine m stiind cd graficul functiilor definite mai sus trece prin
punctul de coordonate 4(~1, 1) si sa se traseze graficul functiei obtinute.
2. Notand cu x; si x, radicinile ecuatiei £,,(x) = m, sd se determine m stiind ca
% + % <l
3. Sa se gaseasca locul geometric al varfurilor parabolelor definite de familia
de functii de mai sus.



1.2.11. Se considera familia de parabole:
fu)=2x>-Q2m+1)x+m—-1, meR.
a) Sa se arate ca parabolele definite mai sus intersecteaza axa Ox in doud
puncte pentru orice m €R.
b) Sa se demonstreze cd parabolele date au varfurile pe parabola de ecuatie
y=-2x>+2x— %
c¢) Sa se arate cd aceste parabole trec printr-un punct fix care se va determina.

1.2.12. Si se determine parametrul real m, m + —%,pentru care varfurile parabolelor
definite prin

fu(X)=Cm+1)x*=2(m+1)x+1-m,
se gasesc In multimea [-1, 1] x[-1,1].

1.2.13. Fie ecuatia: 2x? — 2mx +m? —2m—7 = 0, unde m este un parametru real. Daca
X1, x» sunt rddicinile reale ale ecuatiei, sa se arate ca:

G-x)B-me| -3, T2 |
1.2.14. Se consideri ecuatia 2x*> +2(m+ 1)x+m?+2m—7=0, m €R, cu ridicinile a
si b reale.

1.Sasearate cia,be[-2,2,2/2].

2. Si se demonstreze inegalitatea: a® +b* <221 (V)n eN.

1.2.15. Sa se arate cd dacd ecuatia ax’> +bx+c=0, a, b, c €R, are radicinile reale,
atunci:
a’+2b% +4c* > bla+c).
1.2.16. Sa se demonstreze ca pentru orice x real avem:
x* = 2x3(sinx + cosx) + 3x? — 2x(sinx + cosx) + 2 > 0.

1.2.17. Se considera ecuatia ax> + bx+c =0, a, b, c €R, a # 0, astfel incat:
(atbh) +(a—c)* <2
Sa se arate ca ecuatia nu are radacini reale.
(G.M. faza locald, jud. Dolj, 1981)
1.2.18. Se considera ecuatia x* + ax +a = 0, unde a este un parametru real astfel incét

1.2.19. Fie ecuatia x> +2(a—1)x+1—-6a =0, a eN. Si se demonstreze ci ridicinile
acestei ecuatii nu sunt rationale.

1.2.20. Se considera ecuatia ax* + bx+c=0,unde a, b, c €R si a # +¢. S se arate cd

daca % >0, % = % + %, atunci ecuatia nu are radécini reale.

(G.M. nr. 7/1978, probl. 17287)

10



1.2.21. Fie functia f: R — R, definita prin f(x) = [ax® + bx +¢], a, b, c € Z, a + 0,unde
[a] reprezinta partea intreagd a numarului real a. S3 se determine relatia dintre
coeficientii a, b, ¢ astfel incat graficul functiei f sd admitd ca punct de extrem, un
punct si un segment.

1.2.22. Se considera functia de gradul al doilea f(x) = ax* + bx, unde a > 0 si b* < 4ac.
Sa se arate ca: f(x) +a> f(x+1)-f(x—1),(¥)xeR.
1.2.23. Fie /: R—R, f(x) =ax? + bx + ¢, unde a > 0 si b*> —4ac < 0.
Sa se demonstreze ci oricare ar fi m €R, exista inegalitatea:
F6) > JfG—m)-fx+m) —am?,(¥)x eR.
1.2.24. Se considera functia /: R — R definita prin:
fG)=x?+ax+1,

unde a € (-2,2). Sa se arate ca f(x) +m?> [f(x—m)-f(x+m) pentru orice x real si
m parametru real.

(G.M. nr. 2/1980, probl. 18121)
1.2.25. Sa se determine multimea de valori pe care o pot lua expresiile:

a)fl(X)Z%, meR, xeR.

b) f>(x) = %’ ae(-1,1), xeR.

1.2.26. Sa se determine multimea de valori pe care o poate lua expresia:
T(x) =(a-sinx+b-cosx)(c-sinx+d-cosx), unde a, b, ¢, d €R.
(G.M. nr. 5/1979, probl. 17748)
1.2.27. Stiind ca functia f(x) = (1 —m)x* +x+m, m e R —{1}, are un maxim egal cu 2,
sd se determine valorile lui n € R, astfel incat f(x) +n < 0,(V)x eR.

1.2.28. Sa se determine valorile reale ale lui x pentru care au loc relatiile:
Lx?+x+1=[x+2], 2.[x]*-5-[x]+6<0,
unde [x] reprezintd partea intreagd a numarului real x.

1.2.29. Fie a, b €R, astfel incit a — b = 1. Sa se arate cd: a® +2b> > %

1.2.30. Fie a, b, c € R care satisfac relatiile:
(HYa+b—c=1. (2)ab+2c=3.
Sa se demonstreze cd: a +b € Cr(-10,2) si ab € Cr(1,25).
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